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MECANIQUE CELESTE

ASTRONOMIE






ANALYSE

DE SES

TRAVAUX SCIENTIFIQUES

Farre Pan Henwi POINCARE.

Acta Mathematica, t. 38, p. 110, 114-115 (1921).

XX. — Développement de la Fonction perturbatrice
[120, 168, 173, 196, 206, 207, 209, 278].

Je me suis occupé de la fonction perturbatrice & plusieurs points de vue
différents.

Vi d’abord cherch¢ la valeur approchéce des coefficients des termes de rang
wds élevé. M. Flamme avait déja employé pour cet objet la méthode de
M. Darboux sur les fonctions de rés grands nombres. Mais comme cette
méthode sous sa forme primitive ne s’appliquait qu’aux fonctions d'une seule
variable, M. Flamme devait donc décomposer chaque terme en unc somme de
produits, ott chacun des facteurs ne dépendait que d’une seule anomalic
moyenne. J'ai préféré considérer directement la fonction comme dépendant des
deux anomalies moyennes. Des procédés analogues sont encore, comme je I'al
moniré, applicables dans ce cas. Seulement ils exigent une discussion; j’ai
donné les principes qui doivent diriger cette discussion et j'en ai fait Iappli-
cation dans un cas simple [278].

On peut aussi considérer chaque coefficient comme fonction des excenlri-

H. P. — VIIL



2 ANALYSE DE SES TRAVAUX SCIENTIFIQUES.

cités et des inclinaisons, étudier les divers modes de développement de ces
fonctions et chercher les conditions de leur convergence. Les conditions
auxquelles jarrive [209] sont relativement simples.

On peut enfin chercher s'il y a des relations enire les divers cocfficients.
J’en ai trouvé un certain nombre [196, 206, 207].

Dans toutes ces recherches, je me suis servi des relations de ces coefticients

avec les périodes de certaines intégrales doubles.

XXII. — Astronomie, Questions d.ivei-ses
[31, 43, 58, 93, 114, 152, 195, 202, 213, 217, 281].

On a vu plus haut quel role jouent en Astronomie les sérics lrigono-
métriques.

Jai donc au point de vue de ces applications 616 amené pour conlribuer &
la solution de cette question a étudier les conditions de convergence des séries

trigonométriques [43, 93]. J’ai reconnu ainsi deux faits principaux :

1° Si une pareille série est absolument convergente pour certaines valeurs
du temps, elle I'est éternellement; il n’en est plus de méme quand la conver-

gence n’esl plus absolue;

2° Une méme fonction ne peut pas étre représentée par deux séries différentes
absolument convergentes.

Je n’ai pu résoudre, de facon 4 me metire & l'abri de loule objection, la
question de la convergence des séries particulieres de M. Lindstedt; cependant,
J’ai tout lieu de penser que ces séries ne convergent pas absolument, mais que,
en ordonnant convenablementles lermes, on peutles rendre semi-convergenles.
La convergence pourrait alors ne subsister que pendant un intervalle de temps
limits.

On croit d’ordinaive qu'une fonction représeniée par une séric lrigono-
métrigne absolument convergenie ne peut croitre au dela de loute limite. G'est
méme cette croyance qui sert de fondement aux démonstrations anciennes de la
stabilité du systéme solaire et qui, depuis, a conduit les astronomes & faire tant
d’efforts pour faire rentrer le temps sous les signes sinus el cosinus. Cette
croyance est erronée; j’ai montré [31, 93] qu'une pareille fonction devient aussi
grande que Ton veul si la convergence n’est pas uniforme. Mais il y a deux
mani¢res de croitre au dela de toute limite : une fonction peul « lendre vers
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Pinfini ». 1l arrive alors qu’elle finit par dépasser une quantilé quelconque, si
grande qu’elle soil, pour rester cnsuile consiammenl supéricure i celte quantité.
Une fonclion peut encore subir une infinité d’oscillations successives, de {agon
que Pawplitude des oscillations croisse indéfiniment. J’ai monuré [B8] que les
deux cas peusent se présenter, en ce qui concerne la somme d’une série pure-
ment lrigonométrique. En résumé, quand méme on arriverait a représenter les
coordonnées des astres par des séries lrigonométriques convergentes, on n'aurait
pas démontré la stabilité du systéme solaire.

J’ai ensuite [202] étudié des procédés destinés a augmenter la convergence
de certaines séries trigonoméiriques dont divers astronomes, ct en particulier
M. Gyldén, avaient fait usage dans les quadratures mécaniques.

Je reviendrai plus loin sur le travail que j'ai consacré aux marées [198] el
qui inléressc également 1’ Astronomie.

Le calcul des perturbations des cométes par les quadratures mécaniques
devient particuliérement pénible quand la comeéle passe trés prés de Iastre
troublant parce qu'a ce moment la distance des deux corps varie irés rapide-
menlt. J'al indiqué [2413] comment un emploi judicieux des intégrales elliptiques
pouvait faciliter ce calcul.

J’ai publié aussi un article [2417] sur le role des observations du pendule en
géodésie et j’ai montré comment les seules observations pendulaires, si elles
étaient parfaites et complates, pourraient suffire pour déterminer la forme dc
la Terre.

Enfin dans la Préface que j’ai écrite pour les legons de Tisserand sur la
détermination des Orbiles, j’ai comparé les diverses méthodes en usage et ja1
montré qu'une orbite parabolique pourrait se déterminer a l'aide de trois

observations quelcongues, par des formules ol n’entrent que des fonctions
rationnelles.







PREMIERE PARTIE. — FONCTION PERTURBATRICE
ET PERIODES DES INTEGRALES DOUBLES.

SUR

LE DEVELOPPEMENT APPROCHE

DE L4

FONCTION PERTURBATRICE

Comptes rendus de I'Académie des Sciences, t. 112, p. 269~273 (2 février 18g1).

Il arrive souvent que, les moyens mouvements étant presque commensurables,
cerlains termes de la fonction perturbatrice acquitrent, malgré leur rang
¢élevé, une importance considérable par suite de la présence de petits diviseurs.
I1 peut étre nécessaire de les calculer sans connaitre les termes qui précedent ;
mais le plus souvent on n’a hesoin que d’une valeur approchée, parce qu'il
ne s'agit que de reconnaitre si ces termes sont négligeables.

Le calcul de ces valeurs approchées a déja, a plusieurs reprises, occupé
les géometres; le meilleur et le plus complet des travaux publiés dans cet
ordre d’idées est une These de M. Flamme, od cet astronome prend pour
point de départ la méthode.de M. Darboux sur les fonctions de trés grands
nombres.

J’ai cru devoir revenir sur cette question pour la raison suivante : M. Flamme
commence par développer, par les procédés ordinaires, la fonction perturba-
trice en une somme de termes dont chacun est le produit de deux facteurs, le
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premier dépendant seulement de la longitude de [a premidre planic, et le
second de la longitude de la seconde plantte. Clesl a ces deux facleurs qu’il
applique la méthode de M. Darboux. J’ai pensé qu’il pouvait y avoir intcrél a
éviter ce développement préliminaire et & appliquer directement cette méthode

4 la fonction perturbatrice elle-méme.
Mais pour cela il faut rendre la méthode de M. Darboux applicable aux

fonctions de deux variables, ce qui peut se faire sans rien changer aux prinecipes

sur lesquels elle est fondée.
Voici comment j’ai opéré. Soient [ et /' les deux anomalies moyenncs, v ¢l

u' les deux anomalies excentriques, R la fonction perturbatrice a développer.
Soit
R= ZAnum, elmyl+mgl) V=i

Je me propose de calculer la valeur approchée de A, en supposant
my=an -+ b, me=cn —+ d,
oll 12 est un entier trés grand, «, b, ¢, d des enliers finis, « et ¢ premiers

entre eux.
Par exemple, pour la grande inégalité de Pallas, on prendra

=29, b=1, c=—1I, d=o, n=28,
d’on
my=17, ms= 38,
Posons maintenant

= ek Q’:—f= y=e¥ |/:_1,
— — 1

elV=1= &, V= =4 5;2

J

. F(Z, t) = R¢ad—be—1 Z—-c.
Soit de plus

. 1
®(z)= m‘] F(s, t)dt,

" .
l'intégrale étant prise, en regardant z comme une constante, le long du
cercle | 2| =1, il viendra

D(z) =2Am,m,z" (mi=an -+ b, my=cn + d).
, , . ) .
Nous n’avons donc plus a étudier qu'une fonction d’une seule variable

4 laquelle la méthode de M. Darboux est directement applicable. On sait
que tout dépend de la valeur et de la nature des points singuliers de ®(z).



DEVELOPPEMENT APPROCHE DE LA FONCTION PERTURBATRICE. 7

Or, pour trouver les points singuliers de ®(z), il suffit d’exprimer que z a
une valeur telle que deux des points singuliers de F'(z, ¢) considérée comme
fonction de ¢ viennent & se confondre. Toutes les valeurs de z ainsi obtenues
ne conviennent pas & la question et une discussion est nécessaire.

On trouve ainsi que les points singuliers de ®(z) sont de deux sortes.

Nous avons d’abord les quatre points

1
=T ou -y /=T ou
p J‘ 117

en appelant sin ¢ et sin ¢' les excentricités, et posant

-:=tgq‘;’, T’=tg?2—,
z étant, d’autre part, défini en fonction de z et de y par la relation
astntp 1 csing’ 1 )

(1) z=uza%¢ % % )]"'6 F]

Nous avons en second lieu les points définis de la manidre suivante : Soit A
le carré de la distance des deux plandtes; nous aurons les valeurs de s tirées
des équations

(2) A=

& B

= 0;

or ces équations peuvent étre remplacées par les suivantes :
(3) P=o, Q=o,

P et Q étant deux polynomes entiers en z et y, le premier du 6° ordre, le
second du 7°; quant 4 z, il est toujours défini en fonction de 2 et ) parla
relation (1).

Si I'on élimine y entre les deux équations (3), on est amené 4 une équation
algébrique en 2 du 24° degré.

Ce degré élevé crée une premiére difficulté. Heureusement on pourra se
contenter dans le calcul des racines de cette équation d’une grossiére approxi-
mation, et la petitesse des excentricités et des inclinaisons facilitera ce calcul.

Si l'on regarde les excentricités et les inclinaisons comme des infiniment
petits, le degré s’abaisse & 12; il est donc encore trés élevé; mais il s’abaisse
beaucoup si I'inclinaison est nulle, de sorte qu’on peut entrevoir qu’en combi-
nant les résultats obtenus par cette méthode dans le cas d’une inclinaison
nulle, avec les considérations Eléveloppées par M. Tisserand dans le Cha-
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pitre XXVIII du Tome I de sa Mécanique céleste, on pourra arriver & un
procédé réellement pratique. o .

Supposons donc Iinclinaison nulle; si les excentricités sont finies, 'équation
s'abaisse au quatridme degr¢; si les deux excentricités sont Ircés pelites ol de
méme ordre. ou méme si 'une d’elles sculement est trds petite, clle s'abaisse
au troisitme degré; si cnfin les deux encentricités sont trds petites d'une
manitre absolue et I'une trés petite par rapport & Tautre, clle s’abaisse an
deuxi¢me degré.

Une seconde difficulté provient de la nécessité d'une discussion pour recon-
naitre quel est de ces 28 points singuliers celui qui répond a la question. J'ai
fait cette discussion dans quelques cas particuliers s'écartant peu de ceux (ui
peuvent étre réalisés en Astronomie et j'ai trouvé que c’élait un des 24 points
définis par les équations (3) qu'il fallait prendre.

Soit donc z, le point singulier qui convient a la question ; el soient &y, %y, 1y
les valeurs correspondantes de 7, de z et de 3. Si ce point 5, est un de ceux

qui satisfont aux équations (2) et (3), la valeur approchée de Apgpn sera

(4) EER—— la(-—-tzz-% @A

.. . azA
4 la condition, bien entendu, que dans —— on remplace z el ¢ par 3, et £,; ou

dt?
) . ) . deA )
bien encore z et y par 2, et y, si l'on préfere exprimer —= en fonction de ces
. . . 2 A
deux variables (cela est d’ailleurs de beaucoup préférable, car 5(—”1— o8l une

fonction rationnelle de z et de y) .

On trouverait une expression analogue dans le cas ou le point singulier
convenable serait un des quatre points de la premiére sorte.
La méme méthode fournirait sans peine des expressions plus approchées

que T'expression (4}, ot erreur est de 'ordre de

I
n*zi

.

Il y a beaucoup 4 faire pour faciliter et rendre réellement pratique la réso-
lution de I'équation algébrique & laquelle on est conduit et la discussion qui
doit suivre. Je n’ai fait, dans le Mémoire qui sera hientdl publi¢, que poser
les principes sur lesquels cette discussion doit reposer et je ne les ai appliqués
que dans quelques cas particuliers; mais il me semble que I'importance du
sujet devrait tenter les chercheurs et les engager i compléter les résultals que
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j’ai obtenus. Et, en effet, je n’ai abordé ce travail que dans un but trés spécial
et je me suis arrété dés qu’il a été atteint.

Dans le cours de ces recherches, Jai éié¢ conduit a la remarque suivanle :
Soient r et 1’ les deux rayons vecteurs, H l'angle qu’ils font entre eux:

la fonction perturbairice de la premiére plandte sera

1 r cosH
AT

ol celle de la seconde

1 r'cosH
Vo
La différence sera .
D= rcosH  »r cosH
— rl.) ril
recosH  rcosH
On sait que —— et ~—5— ne contiennent pas de termes séculaires propre-
ment dits el qu’on peut écrire, par exemple.
reosH N\ cos
e =}_‘ N sin(’"‘ I+ myl').
r CO

SH —z Bmlm, sin nul+ mel').

A ms € By, sonl nuls pour my= m,=o0; mais si les moyens mouvemenits

sont commensurables, si par exemple
(5) myn—+ men'=o,

Pexpression m2,! + mal' devient indépendante du temps et le terme corres-
pondant devient aceidentellement séculaire.

J'ai remarqué que si on donne aux grands axes des valeurs telles que la
relation (5) ait lieu, A, . devient égal & B,, .., de sorte que la différence D,
qui ne conticnt déja pas de lermes séculaires proprement dits, ne peul pas
contenir non plus de termes accidentellement séculaires.

Ta vérification est lrds facile.

H. P. — VIIIL.
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Bulletin astronomigue, t. 14, p. 449-466 (décembre 18g7).

Je me propose d’étudier les propriéiés du développement de la partie princi-
pale de la fonction perturbatrice dans le cas ou les excentricités sont nulles ¢t
les inclinaisons notables.

Soient a et a' les rayons des deux orbites, qui.d’aprés notre hypothése sont
toutes deux circulaires; soient / et /' les longitudes des deux astres; soil enfinJ
I'inclinaison mutuelle des plans des deux orbites.

Nous compterons les longitudes { et I/ a partir de la ligne des neceuds. Dans

ces conditions, le carré de la distance des deux astres a pour expression

a?+ a'? -- 2ad (cosl cosl - sinlsin 2 cosJ ).

Si nous posons
2 =e! V:l, y = el’\/——1,

d’ont
&z~ 1 1 —1
cosl= ——"—) cosl = »2_"'_2-7__;
. & — ! . —_— =1
sin/ = ’ sinl = & .
2y—I 2y—1
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Cette expression deviendra

@+ ar— 2 (gt am1) ( + y1) — e0sd (@ — a1 (y — )],

cetle expression que j'appellerai désormais F (2, ) est un polynome entier en

z, =5y, =
=y, =
) o 1 V

. . . 1 1
Considérons un polynome entier en z, Y5 dont tous les termes sont
évidemment de la forme

zeyb,

ol @ et b sont des entiers positifs ou négatifs.

Je conviendrai de dire que ce polynome est de degré m si, dans tous ses
termes, chacun des exposants « et b est au plus égal & m en valeur absolue.

C’est dans ce sens qu’il faudra entendre désormais, sauf avis contraire, le
mot polynome de degré m.

A ce compte, F(z, y) est un polynome de degré 1.

Il est clair d’abord que si P est un polynome de degré m, il en sera de

méme de
- dP dP

Y@ Ty
On voit aisémenl ensuite qu'un polynome de degré m contient (2m —+1)?
coefficients arbitraires; donc lous les polynomes de degré m peuvent s’expri-
mer linéairement 4 'aide de (2m -+ 1)* d’entre eux.
Mais on doit remarquer que F(z, y) présente une double symétrie :

1 Il ne change pas quand on permute 2 et y;

I I
2° Il ne change pas quand on change # en — et y en 3

Un polynome de degré m qui présente cette double symétrie ne contient
plus que (m + 1)? coefficients arbitraires.

En effet, 4m?2 de ses coefficients sont égaux 4 & 4; 4m sont égaux 2 3 2;
le terme tout connu seul ne doit étre égal 3 aucun autre coefficient.

Il y a donc

-4—’412--1—4—:} +1=(m-+1)?

coefficients distincts.

Un polynome de degré 1 contient donc g coefficients arbitraires; et 4 seule-
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Ia double symétrie

12
ment d'entre cux sont distincts si le polynome présenic
de F. '

Mais F ne dépend que de trois éléments a, o' ol J; il y a done entre les
4 coefficients de F une relation qui ne jouera Pailleurs aucun vole dans
I'analyse qui va suivre.

Il s’agit de développer la partie principale de la fonclion perturbatrice (ui

est égale & — suivant les cosinus et les sinus des multiples des deux longitudes

\
et I' ou, ce qui revient au méme, suivant les puissances de

el v':i, el/ V/::I'.

D’aprés la formule de Fourier, le coefficient de
gy/:i(az—pz')’

ot « et 3 sont des entiers positifs ou négatifs, sera représenté par I'intégrale
double
L[ e~ 28 dide
4m? \/F
L’intégration, tanl par rapporl & / que par rapport & 7, doit s’elfectuer entree
les limites o et 27.
Exprimée a 'aide des variables’
z = elV=1, y=e y=1,

cette égalité devient

dz dy
(I) —_— —I—q ﬂa:*“ ~ﬁ =
4=2, Y zy \/F ’

et elle doit etre prise le long d'un chemin imaginaire, les variables z ot

décrivant chacune dans leur plan le cercle de rayon 1, de facon que
lz]=1, |y|=1

Nous sommes ainsi conduits & étudier Vintégrale double (1) ou, plus généra-
lement, I’intégrale double

dzayFs
Ae, Bys) "jz‘“‘i'yﬁ*‘
prise le long des deux cercles || =1, |y|=1.
Les nombres o et 8 sont des entiers positifs ou négatifs et s est la moitic

d'un entier impair négatif.
Les intégrales A (e, B, s) sont des fonctions transcendantes des coefficients
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du polynome F et, par conséquent, des deux grands axes @ et ' el de l'incli-
naison J.

Mais, comme nous allons le voir, toules ces Lranscendantes ne sont pas
distincles ¢l il y a entre elles des relations de récurrence que nous allons
étudier.

Je commence par observer qu’a cause de la symélirie du polynome I, on a
(2) Az, B, 8)= AR, @, 8)= A(—a, — By s)=AM(—3, — =, 8)

Considérons maintenanl une intégrale de la forme

]TI{FS il.t—d} 9
zy

ot H est un polynome de degré m, au sens donné plus haul & ce mot.

Les divers termes de H sont de la forme
Cuxoy8,

ott les exposants « et $ sont au plus égaux a 7 en valeur absolue.

L'intégrale elle-méme est donc une combinaison linéaire des Lranscendantes
A(a, B, 5), ot
lajzm, [Bl=m.
Si 'on démontre qu'une pareille intégrale est nulle, on aura une relation
linéaire entre ces transcendantes.

Voici comment on peut obtenir de semblables relations.

<o 11 . .
Soit P un polynome quelconque en z, y, — et 53 envisageons I'intégrale

d [ PEFs+1
(=) e

je dis que cetle intégrale est nulle. Si, en effet, nous inlégrons d’abord par
rapport & z, l'intégrale inddéfinie est
PFs+t
7

’

et comme cette expression reprend la méme valeur quand la variable 2 a déerit
le cercle | #| =1 tout entier, U'intégrale définie est nulle.

Pour la méme raison, l'intégrale

d [ QFs+
J & (%)@
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ot Q est un polynome quelconque, est nulle également. Si done on a
HF o (PEFst1 (QF\'(I)
zy dx < r ) dy\" = !

ou. ce qui revient au méme,

(3) l{—-z[F——f-( +1)P£E] +)'[ dQ—q-(Hx)n-/-lf],

on aura

(4) j——Fsdxd) = 0.

Parmi les relations de la forme (4), nous dislinguerons celles qui sont sy me-
trigues; nous appellerons ainsi celles ot le polynome H présentera la méme
double symétrie que le polynome F.

Les relations non symétriques ne nous apprendront rien de plus que les
relations symétriques. De toule relation non symétrique, il est en effet aisé de
déduire une relation syméirique.

La relation
”1 H(2, ) e gy dy=o
zy

entraine en effet la suivante :
de dy 1
Y —z}—,—FS[H(w,y)—i—H(}, x)-&-H(—,;) +H (;, ;] =0

(qui est symétrique.

Les deux équations, sil’on tient compte des égalités (2), conduisent d’ailleurs
aux mémes relations linéaires entre les transcendantes A(«, 8, s).

Il suffira donc d’étudier les relations symétriques.

Nous devons donc rechercher quels sont les polynomes H qui peuvent sc
meltre sous la forme (3).

Parmi les expressions de la forme (3), nous distinguerons encore celles que
nous appellerons symétrigues.

Nous dirons qu’une expression (3) est symétrique si l'on a

(5) P(z, ;*)-————-P(—,-)-)

el

(6) Q(a, ») =Py, 2).
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De cetie définition il résulte que, si un polynome H est égal & une expres-
sion (3) symétrique, ce polynome sera lui-méme syméirique.
Si les polynomes P et Q sont de degré p, il en sera de méme de

dp  dQ
az' Tz’

x

el Pexpression (3) sera au plus de degré p+1; je dis au plus parce qu’il
pourrait y avoir des réductions.

Cela posé, nous avons vu qu’il y a (m + 1)? polynomes H syméiriques de
degré m, linéairement indépendants.

D’autre part, nous devons nous demander combien il y a d’expressions (3)
syméiriques el lindairement indépendantes qui sont égales 4 un polynome de
degré m au plus.

Pour que Pexpression (3) soit égale & un polynome d’ordre m au plus, il
suffit que P et Q soient d’ordre m —1 au plus.

D’autres expressions (3) ott les polynomes P et Q seraient de degré supérieur
4 m—1, pourraient par suite de réduction, étre égales & un polynome d’ordre
m ou d’ordre inférieur. Mais nous les laisserons de coté; on peut d’ailleurs
démontrer que ces expressions ne nous conduiraient & aucune relation nouvelle.

Nous devons donc nous demander combien il y a d’expressions (3) symé-
triques et linéairement indépendantes o les degrés de P et Q ne dépassent pas
m—I.

Combien y a-1-il de polynomes P d’ordre m—1 satisfaisant & la condi-
tion (5) et linéairement indépendants ?

Un polynome de degré m — 1 contient

(2m —1)?

coefficients ; mais en vertu de la relation (5) un de ces coefficients est nul,
celui du terme tout connu et les autres sont égaux deux 4 deux; le polynome
contient donc

—_I)2—
(—2—1-7-"——2'—3—)——-1— =2m(m-—1)
coefficients arbitraires.
Il y a donc 2m(m—1) polynomes P indépendanis de degré (m—1) satis-
faisant 4 la relation (5).
A chacun de ces polynomes, correspondra un polynome Q défini par I'équa-

lion (6) et, par conséquent, une expression (3).
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Il v a donc 2m(m—t) expressions (3) symélriques el ol les polynomes P
¢l Q sont de degré m—1 et linéairement indépendants.

Si toutes ces expressions étaient distincles, il 'y aurait seulement
(m+1)2—am(m—1)
polynomes H linéairement indépendants et non susceptibles d’¢re mis sous fa
forme (3).
Nous sommes donc conduits & nous poser la question suivanle : cosam(m- - 1)
expressions sont-elles distincles ? Pour qu'elles le soient, il faudrait qu’on ne

put trouver aucune identité de la forme

m[F%+(s+x)P§FE] [F ZQ+(.9+1)Q$——;]=0,

ou, ce qui revient au méme, aucune identité de la forme

d /PFs+1 d [QFs+t
(7 715( 7 )+77( z )"0'

Sl y a p identités de cette forme linéairement indépendantes, il ) «ura

au plus
(m+12—am(m—1)+p

polynomes H linéairement indépendants et non susceptibles d'étre mis sous
le forme (3)

Cherchons donc les relations de Ia forme (7).
Cette relation signifie que

QF.H—i iz_".’: PEs+1 20 (l}’
z Ve

est une différentielle exacle; je 'appellerai
d(SFs+1)
et, Je me propose de démontrer que S est un polynome d'ordre n — .
Regardons, en effet, un inslant y comme unc conslante; nous aurons alors
SFs+2 ~_=f QFs-H ‘_Zf .
&z
L'inlégrale du second membre est unc intégrale elliptique.
Pour introduire les fonctions elliptiques, posons
b= — 4z F
ad
5 Leosd (O —3=1) —(p + )]

H



DEVELOPPEMENT DE LA FONCTION PERTURBATRICE. 17

Alors @ esl un polynome du troisitme degré en z el le coefficient de z° est
égal a 4.
Adoptant les notations de Weierstrass (qu’Halphz:n a aussi employées dans
son Quvrage), je poseral
P=fx(x—e—ei)(z—es+ ey),
e -+ e+ e3== 0, pw;)=¢e;,

z=p(u)—e, VB =p'(u).

Il est clair que ey, €, €, sonl fonctions de y; il vienl alors

SFs+2= f B /& du.

&x

La fonction sous le signe f
QFs+1 /@

xZ

est june fonction doublement périodique de u. Cetie fonction est paire, elle

admet quatre poles, a savoir

o comme infini d’ordre 2m +2s-+1,

Wy » 2m—+28~+1,
We » -—3-—-2.5‘,
wy » —3~—as.

Observons que, 25 élant impair, Lous ces nombres sonl pairs.
. . 3 . "
D’ailleurs, si s est plus grand que — > les deux derniers nombres sont néga-

tifs, de sorte que w, et wy, au lieu d’éire des infinis, sonl des zéros.
Décomposons cette fonclion doublement périodique en élémenls simples ;

la décomposition sera de la forme

A+ Bof'(u)+ 2B’ (u — wy)+ = CH.

Les coefficients A, B et C sonl des constantes par rapport & z et ne dépendent
que de y; je désigne par H une dérivée d’ordre quelconque de I'une des

fonctions
g(u)) c(u—m1): Z(u—"’)?)i g(11"""""3)'

Remarquons que, la fonction étanl paire, H ne pourra étre qu’une dérivée
d’ordre impair; c’est pour la méme raison que le développement ne contient
pas de terme dépendant des fonctions ¢ elles-mémes, mais seulement des termes
provenant de leurs dérivées.

H. P. — VIIL 3
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En intégrant nous trouverons
SFs+2= Au—+Bol(u)+ SB{(u—w;)+2CH + D,
ot H' est une dérivée d’ordre pair des fonctions ¢ et ot D est une fonction de y

seulement.
Quand u augmente de 2wy, celte expression augmente de

Yy=2Aw +2m,IB,
B = By—+ By -+ B2+ Bs.

De méme, quand w augmente de 2y, cetle expression augmente de

=2Aws+27M3XB.

Il est clair que A, 2B, w1, 11, wa, 1y sont des fonclions de y, mais je dis

que Uy et ¥, ne peuvent dépendre de y.
En effet, quand z augmente de 2w, ou de 2wy, SF*+* augmente de ¢ ou

de ¢ et
dSFs+2

dy

augmente de Z’— ou de q" Mais
14
dSF.s‘+2 PEFs-+1
dy - Vi

et est, par conséquent, une fonction périodique de u ; on a donc

dys _ dbs _
dy  dy ?

ce qui montre que ¢, el Y, sont des constantes |
Or il y a deux valeurs remarquables de y, & savoir

J
y==£ /=1 tg;

pour lesquelles le polynome @ est divisible par 2, pour lesquelles, par consé-

quent, on a
€)= €3.

Si nous faisons décrire 4 la variable y un contour fermé autour de cetie
valeur remarquable, e, décrit un contour fermé autour de e;.
Donc @y, wa, 11, 12 se changent en

3wi+2ws, —20;— Wy, 3N-+27Ms, — 27— My;

A et B ne changent pas.
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Donc ¢y et ¢, se changent en

34114— 2\1)2, ——2!!)1-— da-

Mais ¢ et Y, qui sont des constantes ne doivent pas changer, on a donc
bi= 3¢1+2ds
bo=—2¢ — o
d’oit
% —+ lllz= 0.
D’aulre part, il y a deux valeurs remarquables de y pour lesquelles équa-
qualion ® = o a unc racine double, pour lesquelles, par conséquent, e;= e;.
Quand y tournera autour de 'une de ces deux valeurs remarquables, les deux

racines e, el e; s’échangeront; wy, ws, 14 et n, se changeront en
Wy, We— Wy, Mq, MNe—"Ty;

par conséquent, Y, et Y, se changeront en

by, da—dy;
on a donc
Yo=Ja— {,
d’ou
Y=o
et, par conséquent,
o= 0.

Ces deux équations peuvent s’écrire
Aw, -+, ZB =0,
Aws 4 M2 IB=o
et I'on en tire
A=%B=o.
Ces deux ¢quations nous apprennent que SF*+2 esL une fonclion doublement
périodique de u.
Cette fonction est impaire el admel au plus quatre poles, & savoir:
o d'ordre 2m —+ 25,
wy » 2m 25,
(O » — 4—25,
wg » — 4 —25.

D’autre part, Fs+2 est une fonction doublement périodique impaire qui admet
0 et ws comme podles d’ordre 25 +-4, wa et ©; comme zéros d’ordre 25 4.



20 DEVELOPPEMENT DE LA FONCTION PERTURBATRICE.

Donc S sera une fonction doublement périodique paire pour laquelle

o sera un pole d’ordre (2/m + 25) — (28 +4) =2 (m —2),
o)y » (2m428)— (25 +4)=2(m—2),
Wa » —4—2s+(25+4)=0,
w3 » —4—2s+(25s+4)=o.

Alors S étant une fonction périodique paire de u esL une fonclion ralion-
nelle de z; comme elle ne devient infinie que pour u =0 ¢l pour u ==y,
. 1
c’est-d-dire pour z = @ et pour z =0, ce sera un polynome cnlicr en 2 el ~;
et enfin, comme ses deux infinis sont d’ordre 2 (m—2) par rapport & w, cc
polynome sera d’ordre m — 2.
Ainsi S, considérée comme fonction de #, est un polynome d’ordre /. -— 2

en z eté; pour la méme raison, considérée comme fonction de y, ce sera un
I
polynome d’ordre m —2 en y ety

Nous conclurons donc que S, considérée comme fonction de z et de y, est
un polynome d’ordre m — 2, au sens donné plus haut & ce mot.
C. Q. F. D.

s+1{ ( ! ) — $+2

@

jouit d'une double symétrie :

1° Quand on permute z et y, F ne change pas, Q s¢ change en P oL Vexpres-

sion change de signe;
° d h 1 I
2° Quand on change z et ¥ en et F ne change pas, P et Q changent de

. de  d . .
signe, — et ;Z changent de signe et I'expression ne change pas.

Le polynome S jouit donc des propriétés suivantes :

. S(y, ) =—8(=, y).
® 5(53)= s@».

Il y aura donc autant de relations de la forme (7) qu'il y a de polynomes S
d’ordre m — 2 satisfaisant aux équations (8).
Un polynome d’ordre m — 2 contient

N (2m—3)
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coefficients; mais, parmi ces coefficients, (2m—4)* sont 6égaux quatre a
quatre en valeur ahsolue; ce sont ceux des termes en

zeyB

ol Pexposant « n’est égal ni a B, ni a — B.

Iy en a 2m— 3 qui sont nuls : ce sont ceux ol « est égal & B; il en est de
méme des 2m — 4 coefficients ol « est ¢gal & — .

Iy a donc en tont

(2m —4)
4

=(m—2)

polynomes S linéairement indépendants; c’est aussi le nombre des relations (7).
de sorte que
p=(m—2).

Il y @ done au plus

(m—+1—2m(m—1)+(m—2)2=35

polynomes H linéatrement indépendants entre eux et de ceuz qui sont
susceptibles d'étre mis sous la forme (3); ce nombre 5, et c’est Ia le point
essenticl, est indépendant de m cL de s.

Les polynomes P et Q étant arbitraires el assujettis seulement aux conditions
(5) et (6), nous pouvons regarder leurs coefficients comme des constantes
donndes.

Les coefficients de 'expression (3) scront donc des fonctions lindaires des
coefficients de I el, par conséquent, des polynomes entiers par rapport aux
deux grands axes @ et &' et & cosJ.

Notre expression (3) sera donc de la forme suivante :

=Cz—ay—B,

ot les C sont des fonctions rationnelles de «, &' et & cosJ.
Nous avons vu qu'a chaque expression (3) correspond une relation de la
forme (4). Cette relation s’éerira
Fs
[ECx—ﬁy*ﬁadxdy=o,
ce qui donne

€9) %CA(a, B, s)=0.

11y a donc entre les A («, B, s), qui sont des fonctions transcendantes de «,
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@' et cosJ, une infinité de relations linéaires donl les coefficients sont des
fonctions rationnelles de ces mémes éléments.

Nous ne considérerons pas ¢ transcendantes A («, 8, s) comme distinctes,
si ces ¢ transcendantes sont liées par une relation de la forme (9)-

Considérons alors les transcendantes
A(a, [31 $),

ol s a une valeur déterminée ct ot « el f sonl au plus ¢gaux & m en valeur

absolue.
Ces transcendantes & cause des relations (2) sont au nombre de (m ~+1)*

correspondant aux (m -+ 1)? polynomes H de degré m, symétriques ct lin¢aire-
ment indépendants.

Mais parmi ces (m 4 1)? transcendantes, combien y en aura-l-il qui soien!
distinctes ? D’aprés ce qui précéde, il y en aura précisément aulant que de
polynomes H linéairement indépendants entre eux ct de ccux qu’on peut metire
sous la forme (3), ¢’est-d-dire cing.

Parmi nos (m -+ 1)? transcendantes, il y en aura aw plus cing qui seront
distinctes, et cela quels que soient m et s.
Comme le nombre m peut étre pris aussi grand que Pon veul, nous pouvons

encore énoncer le résultat comme il suil :

Parmi les transcendantes A («, B, s) en nombre infini qui correspondent i
une valeur donnée de s, il y en a au plus cing qui seront distinctes.

Maintenanl, nous avons par définition

dzdyF
A 80 = [ 2
Or
—ara 8,
F=attd*— —[(a + 2~1) (y +y) — cosI (& — z=1) (y — )],
ce que j’écrirai plus simplement -
F = 2DaYys8,

Y etd étant des exposants égauxa +-1, 0, it —1 ; et les D étant des coefficients
de la forme

’ ’
o aa ad
@ '."":az, :’:——-—2 ] :!:TCOSJ’
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et, par conséquent, fonctions rationnelles de @, @' et cosJ. Il vient alors
dz dy 21 yeFs—1
A(e, B, ) =3p [[ I
ou
Ae, B, s)=32D.A(a—1y,B—38, s—1).

Les coefficients D élant rationnels en @, @' el cosJ, les lranscendantes qui
correspondent A la valeur s du lroisidme exposant se raménent a celles qui
correspondent & la valeur s—1 ; celles-ci se raménent de méme & celles qui
correspondent 2 la valeur s — 2, et ainsi de suite.

Toutes les transcendantes qui correspondent a unc valeur du troisiéme expo-
sanl plus grande que s —n, se rameénenl donc & la valeur s— 7 et comme,
parmi ces dernires, il y en a cinq qui sont distinctes, je puis énoncer le
résultat suivant :

Parmi les transcendantes qui correspondent a4 une valeur du troisidme

exposant plus grande que s—-n, il y en a au plus cing qui sont distincles.
Mais je puis prendre I'entier n aussi grand que je veux, je puis donc dire :

Parmi toutes les transcendantes A (a, 8, ), il y en a au plus cing qui sont
distinctes.

Les coefficients du développement de la fonction perturbatrice sont, & un
facteur constant prés, égaux & A (cx, B, — é) ; donc les coefficients du déve-
loppement de la fonction perturbatrice sont des fonctions transcendantes
de a, &' et cosJ; mais toutes ces fonctions transcendantes sont des combinai-
sons linéaires de cing transcendantes distinctes, ou de ces transcendantes
multipliées par des fonctions rationnelles des mémes éléments.

Calculons maintenant les dérivées partielles de A (a, 3, s) par rapport aux
éléments a, a' et cosJ.

La différentiation sous le signe' f nous donne

dA(a, B s) _ Tde dyFs—1 dF
da - 20+1 _}’B""“ da *

Mais % est un polvnome en z, y dont les coefficients sont des fonctions

rationnelles de @, o' et cos/J.
Je puis donc éerire

dF
—_—= ol
o ZEz1y8,
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les E étant rationnels en a, @’ et cosJ : il vient, par conséquent,

__—-———-dA(“’ 8, s) =sXEA(a—7, §~87 s —1).
da

19
Ainsi la dérivée iﬂ%’—"—"ﬁ se raméne aux lranscendantes
“ da
Ala, B, s—1);

il en est de méme pour la méme raison des deux antres dérivées partielles

dA (o, B, s) dA (2, B, 5).
da’ ’ dcosl

En différentiant on trouve

£] —_. [ —0 &= dE
ﬂ%{#@lﬁ):ngdA(“ ha&a % ¢ I)-I-SZEA(OL——Y,@-—S,S—-I).

. . = dE . .
Les coefficients de cette relation, E et 7, sont encore des fonctions ration-

. o' .
nelles de @, @' et cosJ; par conséquent, la dérivée seconde 7 Se ramdne auy

3

. . dA . ! .
transcendantes A et a leurs dérivées premieres ~-; Mais nous venons de voir

que ces dérivées premigres se raménent clles-mémes aux transcendantes A.

Donc la dériviée seconde
dﬂA(“: B) s)
da?

se raméne aux transcendantes A et il en est de méme pour la méme raison des
autres dérivées partielles du second ordre et des dérivées particlles d’ordre
supérieur.

En résumé, les A(a, B, s) et leurs dérivées particlles des différents ordres
par rapport & a, a' et cosJ sont des fonctions transcendantes de w, o' ot
cos J; mais, parmi ces transcendantes en nombre infini, il y en « au plus
cing qui sont distinctes.

Nous pouvons, en particulier, considérer une des transcendantes A(a, B, 9)
et ses dérivées des divers ordres par rapport & «; six quelconques de ces fone-
tions sont liées par une relation linaire dont les coefficients sont des fonctions
rationnelles de @; done :

Les coefficients du développement de la Jonction perturbatrice, regardés
comme fonctions de a, satisfont & une équation différentielle linéaire &
coefficients rationnels du cinquiéme ordre au plus.
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1l en sera encore de méme si ces coefficients sont regardés comme fonc-
tions de a' ou de cosJ.

Considérons maintenant deux transcendantes :

A(a, B, 5), A (o, Fﬁ'7 )

(que j’appellerai pour abréger A et A') et les quatre premitres dérivées de A par
rapport & @; il y aura entre ces six fonctions une relation linéaire a coefficients
rationnels.

Si dans cette relation le cocfficient de A’ n’est pas nul, nous conclurons que
A peut étre égalée & une combinaison linéaire de A ct de ses dérivées multi-
pliées par des fonctions rationnelles de «, «' et cosJ.

Si, au contraire, ce coefficient de A’ ¢tait nul, nous conclurions que A satis-
fait & une équation linéaire, non plus du cinquieme, mais du quatriéme ordre.

Dong, ou bien tous les coefficients de la fonction perturbatrice satisferont a
une équation linéaire du quatriéme ordre ; ou bien tous ces coefficients pourront
dtre égalés a une somme de cinq termes, et chacun de ces termes sera égal au
produit d’une fonction rationnelle de «, &' ¢t cosJ, par le premier de ces coeffi-
cients ou I'une de ses dérivées.

Mais il y a plus; considérons les diverses transcendantes de la forme
suivante :

®=2G.A(, B, 5),

les coefficients G élant rationnels en «, ' et cosJ.

Si toutes ces transcendantes nc satisfont pas & une équation différentielle
linéaire du quatrieéme ordre, je choisirai I'une d’elles qui ne satisfera pas & unc
équation du quatriéme ordre et que j’appellerai @,.

Alors toutes les transcendantes A («, 8, s) pourront éire égalées 2 une combi-
naison linéaire de @, ct de ses quatre premieres dérivées multipliées par des
fonctions rationnelles de @, a' et cosJ.

Si, au contraire, toutes les transcendantes @ satisfont & une équation du
quatridme ordre,| des considérations empruntées 4 la théorie des équations
différentielles linéaires, mais qu’il est inutile de reproduire iici, permettraient
de montrer que quatre de ces transcendantes au plus (et non plus cing) sont
distinctes, et 'on arriverait encore au méme résultat que je puis dans tous les
cas énoncer ainsi :

H.P. — VIIL 4
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Les coefficients du développement de la fonction perturbatrice peuvent

se déduire d'une seule transccendante ®, ct cela de la maniére suivante :

Chacun de ces coefficients sera égal & la somme de cing termes au plus;
chacun de ces termes sera le produit de deux facteurs; le premicr fecteur
sera la transcendante ®, ou l'une de ses quaire premiéres dérivées par

rapport & a; le second facteur sera une fonction rationnelle de a, o' ot cosl.

Ces propriétés des transcendantes A (e, 3, s) sont toul & fail analogues aux
relations de récurrence bien connues cntre les coefficients de Laplace.

Il semble qu’elles puissent rendre, dans le cas ou les excentricités sont
faibles et les inclinaisons fortes, des services analogues & ccux qui rendent ces
relations de récurrences bien connues, quand les excentricités et les inclinaisons

sont faibles a la fois.

e © G —msersnma
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LE DEVELOPPEMENT APPROCHE

DE 1A

FONCTION PERTURBATRICE

Comptes rendus de I’ Académie des Sciences, t. 126, p. 370-373 (31 janvier 18g8).

On peut développer la fonction perturbairice, soit suivant les cosinus des
multiples des anomalies moyennes, soit suivant ceux des anomalies excen-
triques. On obtient ainsi des développements de la forme suivante :

% ___._2 Amm’ el (ml+m'l) _Z Bmm’ ellmu~m'u'),

Dans cette formule A représente la distance des deux planétes, let! les anomalies
moyennes, ¥ ¢l ' les anomalies exceniriques.
Posons

el = z, elt' = ¥

On sail que los coefficients A peuvent étre représentés par une intégrale
double de la forme

Q
—47"Amm'—-er d.f::d}’
Zmyn ‘/F

prise 1é long des deux circonférences

l2|=1, ly|=1
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1 1
Q et F sont des polynomes en z, y, — et 7

msing/ 1 m' sin:p'( __.I_),
Q= -——2——-(4’:‘ .’t.‘)+~2 y 7

en désignant par sing et sing¢' les deux excentricités.
Les coefficients B peuvent étre représentés par uhe intégrale double de
méme forme, avec cette différence que Q se réduil & une conslante el zéro,

de sorte que ’exponentielle e disparail.
On peut se proposer de calculer la valeur approchée des coefficients A et B

pour de grandes valeurs de m et de 77'. Soit, par exemple,

m = an <+ b. m'=cn -+ «,

ot &, b, ¢, d sont des entiers finis et donnés unc fois pour Loutes el o 2 esl
un entier trés grand qu'on fera croitre indéfiniment. On sail que le caleul
approché des coefficients se ramene & I'étude des points singuliers d'une cer-
taine fonction analytique que je vais metire sous la forme (ue Iui a donndée
M. Féraud :

LIEE ) SWELS

ot n varie de 04 -+ .
Cette fonction est dgale & Pintégrale double

e dg dy
@(z) ..’:j (?zeﬂo A - ;

Q, et Q, sont des polynomes de méme forme que Q, mais oi les entiers m ot 2!
sont remplacés par a et ¢ pour &, par b et d pour ;.

On peut former une fonction ®(z) analogue relative aux coefficients B ot au
développement suivant les anomalies excentriques; on Lrouve encore une
intégrale de méme forme, mais ot Q doit étre remplacé par une constante;
&, et Q par zéro, de sorte que les exponéntielles disparaissent.

L’étude analytique de cette fonction ®(z) peut, en conséquence, présenter
un certain intérét; voici les résultats auxquels je suis parvenu :

Supposons d’abord les excentricités nulles ; ou bien cncore supposons qu’il
s'agisse du développement suivant les anomalies excentriques. Dans ces denx
cas l'intégrale qui représente ®(z) ne contient pas d’exponentielle.
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On wouve alors que ®(z) salisfail & une équation différentielle linéaire a
second membre
A(I>(z) =P.

Les coefficients du premicr membre et le second membre P sont des poly-
nomes entiers en z.

Dans le cas général, o les exponentielles ne disparaissent pas, la fonction
® () satisfait encore 4 une équation de méme forme, mais les coefficients du
premicr membre et P ne sont plus des polynomes entiers en z; ce sont des
fonctions uniformes, mais transcendantes de s, n’ayant pour points singuliers
que

Revenons au cas ol les excentricités sonl nulles, ou bien a celui du dévelop-
pemenl suivant les anomalies excentriques, c’est-3-dire au cas ol les exponen-
tielles disparaissent; supposons' les entiers « et ¢ premiers entre eux et soient
a et y deux entiers tels que

ae — ay =1.

Posons

Z= =y xllyl.‘;—_ E—-‘i’ xd}/“{: -q—i H

1
¢
Vexpression de ®(z) deviendra
o= Qididn_
(E—12) VFl -
L’intégrale doit éure prise le long des deux circonférences
[El=1, [n]=1,
et il s’agit d'éLudier le développement de @ suivant les puissances négatives de z.
Les lettres Q, et F, désignent deux polynomes entiers en £ et ». L'équation
Fi(§, n)=o,

considérée comme équation en 7, admellra un cerlain nombre de racines

Ny, M2y -0 Nme

Ces racines se répartiront en deux catégories : la premidre catégorie comprendra
celles qui, quand on fait varier £ d’'une maniére continue, de fagon que la
valeur finale de £ ait pour module 1, ont leur valeur finale de module plus petit
que 1.
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Les points singuliers seront les valeurs de § pour lesquelles I'équation Iy =o
a deux racines égales.

Le point singulier est admissible si son module est plus petit que © et si les
deux racines de I'équation F,= o qui deviennent égales appartiennent a deux
-catégories différentes.

Soit @ celui des points singuliers admissibles dont le module est le plus
grand.

Alors, le développement de @ suivant les puissances négalives de ¢ sora
convergent a Uextéricur d’une circonférence de rayon|«|. En d’autres termos,
la valeur approchée de A, sera du méme ordre de grandeur que .

La discussion se trouve ainsi simplifiée.

Des procédés analogues sont applicables au cas général od les exponenticlles

ne disparaissent pas.

————— Q) G — e
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DE LA

FONCTION PERTURBATRICE

Bulletin astronomique, t. 15, p. q0~71 (février 1898).

Dans le numéro de décembre 1897 je me suis occupé du développement de
la fonction perturbatrice et j’ai étudié les coefficients de ce développement dans
le cas ot les excentricités sont nulles et les inclinaisons notables.

Jai montré que ces coefficients peuvent, & l'aide de certaines relations de
récurrence, se déduire de quelques-uns d’entre eux dont le nombre est au plus
égal a cinq.

J’ai montré, en outre, qu’ils satisfont & des équations différentielles linéaires
dont 'ordre est au plus égal & cing.

Mais on peut aller plus loin.

Nous emploierons les mémes notations que dans le travail auquel je renvoie.

Nous observerons que F ne contient que des termes d’ordre pair en z et y,
de telle sorle que

F(z,y)=F(—2, —y)
Il résulte de 1a que les coefficients A.(«, 8, s) sont nuls si « 4 3 est 1mpa1r

Il suffira donc d’envisager les intégrales de la forme

ﬁ HFs M,
zy

ot H esL un :polynome de degré m satisfaisant non seulement aux conditions

H(z, »)=H(, o) =H (2, 2),

mais, en outre, 4 la condition

H(z, y)=H(—=z, —y)
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Le polynome H contient alors
(m 1) (m—+2)
2

coefficients arbitraires.
Nous sommes conduits de méme a supposer que les polynomes I’ et Q
satisfont non seulement aux conditions
I 1
P(z,y) =~—P 7’ 5, = Q(y, x),
mais a la condition
P(z, y)=P(—2, — )

Il est clair, en cffet, que, si P satisfait & celle condition, il en est de méme

de Q etde H.
Un polynome P, assujetti & ces conditions el de degré m —1, contient alors

mi—m

coefficients arbitraires.

Enfin I'identité

QFs+ ‘i_” — PFRs+1 fyf_’ = d(SFs+?)

nous montre que
8(#, y)=8(—2, —y)

Un polynome S, de degré m — 2, satisfaisanl aux conditions

S(@,2)=—3(, 5) =8 (31 3) =S(—a =)

contient
(m —2)(m~—3)
. 2
coefficients arbitraires.
Le nombre des expressions de la forme (1) qui restent indépendantes est
donc
(m+1)(m—+2) (m—2)im—3)
2 + 2

—(m2—m)=4{.

Donc tous les coefficients du développement peuvent se déduire de (uatre
d’entre eux seulement.

3 . oy . . . . .
Chacun d’eux satisfait 4 une équation différentielle linéaire du quatriéme
ordre.

———— O G e
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DE LA

FONCTION PERTURBATRICE

Bulletin astronomique, t. 15, p. 449-464 (décembre 1898).

1. Les coefficients du développement de la fonction perturbatrice sont cux-
momes des fonclions des ¢léments et peuvent éire développés, par exemple,
_suivanl les puissances des excentricités et des inclinaisons. On peut se propuser
de rechercher quelles sont les conditions de convergences de ces dévelop-
pements.
Nous désignerons par A la distance des deux plandtes, par u et z' les deux

anowmalies excentriques, par /el ! les deux anomalies moyennes, et nous étu-
. , 1 . . ..
dierons le développement de x5 c’est-d-dive de la partie principale de la fone-
tion perturbatrice; nous distinguerons le développement suivant les anomalies
moyennes ct le développement suivant les anomalies excentriques.
Soient

/=7 o
V=1(ml+m'l)
=3XAmwE

>

le premier de ces développements el

1 V=1 (mu-+m' ')
— =25 Bm,m’ E t

le second. Je représente par E la base des logarithmes népériens.

H. P. — VIIL
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1 "’ by l. 3
Les coefficients A, ,, de méme que les coefficients B,, , peuvenl s’exprimer

par des intégrales définies.

Posons _
=K/~  y= Bv=iw,

Alors A2z2y? sera un polynome du sixiéme degré en z el .
Soient ¢ et ¢ les deux excentricités et posons

Nous aurons alors

daz dy
(1) 4m* Bm ”ll~fﬂm+1_}/m'+1A
_dzdyVEQ
(2) 47:2 Am m' —j xm-l-iym 'HA

les intégrales étant prises le long des deux circonférences
l#|=1, |rl=r1

Considérons ces intégrales définies comme des fonclions des excentricilés et
des inclinaisons; ces fonctions seront évidemment développables suivant les
puissances de ces variables pourvu qu’elles soient assez petites.

Pour trouver les limites de convergence de ces développements, j’appliquerai
la méthode de Cauchy et chercherai quels sont les points singuliers de ces
intégrales définies, considérées comme fonctions des excenlricités ct des

inclinaisons.

8

2. Nous sommes donc ainsi amenés & expliquer commenl on lrouve les
points singuliers des fonctions représentées par des intégrales définies et
d’abord par des intégrales définies simples.

Soit -

‘/.F(x, 2) dz,

une intégrale définie prise par rapport & z le long d’un certain contour : cette
intégrale sera alors fonction du parametre z.

Pour que, pour cette fonction, une valeur de 5 soit critique, il faul d’abord
que l'un des points singuliers de F (=, z), considérée comme fonction de z, s¢
trouve sur le coutour d’intégration.
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Mais comme on peut déformer ce contour d’une manidre continue, on peut
le faire fuir devant le point singulier, et I'on n’est arrété que quand ce contour
se lrouve pris entre deux points singuliers et ne peut plus fuir.

On obtiendra donc toutes les valeurs critiques de z, en exprimant que deux
des points singuliers de F, considérée comme fonction de z, se confondent.
Mais toutes les valeurs critiques ainsi trouvées ne conviennent pas; il faut, en
effel, que les deux points singuliers qui se confondent ainsi soient, avant de
s’élre confondus de part et d’autre du contour; c’est seulement & cette condi-
tion que le contour pris entre deux feux, ne peut plus fuir.

Soit done

t?("""7 3)=o0

I'équation qui exprime que la fonction F(z, =) présente une singularité, et
supposons qu’elle se décompose en un certain nombre d’équations indépen-
dantes, trois par exemple :

91(2, Z)=0, o2(x, z)=0, ¢s(2,z)=o0.
On obticndra les valeurs critiques de z de I'une des deux manigres suivantes :

1° En annulant deux des lrois fonctions @4, 9s, ¢4, et en écrivant, par
cxemple,

91(2, 2) = 92(2, 5) == 0;
en ¢liminant z et résolvant par rapport A z, on aura une valeur critique de z;

2° En annulanl l'une de ces trois fonctions et sa dérivée et écrivant, par
exemple,

o1(z, 3)= =o0.

et
dz
On aura cncore unc valeur critique de s en ¢liminant # et résolvant par
rapport 4 z.

3. Considérons maintenant une intégrale double
jF(’”:J” z) dz dy,

envisagée comme fonclion du parametre z et étendue 4 un champ quelconque.
Le cas particulier le plus simple est celui olt 'on doit intégrer par rapport
a z, le long d’un contour fixe indépendant de y, et par rapporta y, lelong d'un
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contour fixe indépendant de z. C'est précisément co cas particulier simple que
V’on rencontre en ce qui concerne les intégrales (1) et (2).

Si T'on ne donne 3 z et & y que des valeurs réelles, de telle fugon que Ie champ
Q’intégration se réduisc & une aire plane ordinaire, ce cas particulier simple
correspond au cas ou cette aire est un reclangle.

Le cas général peut d’ailleurs toujours élrc ramené & ce cas particalier
simple. Pour nous cn rendre comple, supposons d’abord qu’on ne donne & x
et y que des valeurs réelles et que le champ d’intégration soit une aire plane.
Cette aire plane pourra toujours étre décomposée en unc infinité d’aires rectan-
gulaires, les une finies, les autres de dimensions indéfiniment décroissantos.
Pour que l'intégrale totale présente unc singularité, il fuut ot il suflit que une
des intégrales élendues aux aires rectangulaires partielles ail une singularite.
11 suffit donc de considérer les aires rectangulaires.

Le méme raisonnement, que je ne développe d’ailleurs pas entidrement,
serait applicable quand on donnerait aux variables des valeurs imaginaives, si
Pon observe d’autre part que I'on peul toujours déformer le chamyp d'intégration
d’une maniére continue. '

On ne restreint donc pas d’une facon essentielle la généralilé en se supposant
placé dans ce cas particulier simple; peu nous importe d'ailleurs au point de
vue qui nous occupe, puisque avec les intégrales (1) el (2) nous nous frouvons
d’emblée dans ce cas simple.

Soient donc C; et G, les deux conlours fixes d’'intégration par rapporl a .z el
a 7. Soit

0,5 = [ F(a, 7, 0)de,

P'intégrale étant prise le long de C,.
Notre intégrale double sera alors

n(z)=fﬂ(y, z)dy,

I'intégrale élant prise le long de C,.

’ ) : F
Nous n'avons plus qu’a appliquer les principes du numdro précédent aux

f F dzx, f 0 dy.

o(z, ¥, z)=o0

deux intégrales simples
Soit

Iéquation qui exprime que la fonction F a une singularitd.
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Décomposons celte équation en équations irréductibles
(3) o1(x, ¥, 5) = o, 9:(2, y, 3) = o, ox(z, 3, 3)=o0.
On obtiendra les singularités de la fonction 0 (y, z) :
1* En annulant deux des fonclions @1, 92, 94 el écrivant, par exemple,
(2, 3y 5)=9:(z, ), 5)=0;

. . . . )
2° En annulanl une des trois fonctions et sa dérivée et écrivant

Ces singularilés peuvenl ne pas loules convenir, car il peul arriver que les
deux points singuliers, (ui se confondent, soient d'un méme c61é du contour
d’intégration.

Pour avoir les singularilés de 0 (s), considérons maintenant celles de-
0(y, 5), qui nous scront données par des systémes d’équations de 'une des

deux formes

F1= Q2 =0,
d?l *
?1——5 =0,

et cherchons les conditions pour que deux de ces singularités se confondent.

Si nous considérons 5 comme un paramétre, z et y comme les coordonnées
d’un point dans un plan, les équalions (3) représentent un éerlain nombre de
courbes planes. )

Les singularités de 0 données par un sysieéme d’équations de la forme
P1=¢92=0
correspondronl aux points d’intersection de ces courbes; celles qui seront
données par un systéme de la forme

_ des _
= =0

correspondront aux points de contacl d’une de ces courbes avec une langente
parallele a 'axe des y.
Pour que deux de ces singularités se confondent, il faut :

" 1° Ou bien que trois des fonctions ¢ s’annulent 4 la fois.

PL= 2= P3=0;
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2° Ou bien que I'on aita la fois
doy .
Q1= 2% =0, P2 = 0;

mais comme la condition ne doit pas dépendre du choix des coordonndes, et

qu'en particulier elle doit subsister quand on permule # el y, on devra avoir

aussi
d
Q1= 7;;71 =0, P2=0
et, par conséquent,
d9, doy

ce qui veut dire que l'une des courbes (3) aura un point double;

3° Ou bien que les deux courbes

Q1= 0, P2=0
soient tangentes I'une a I'autre ;

4° Ou enfin que les deux courbes

solent tangentes ’une & l'autre. Mais cela entraine :
. doy : g,
ou bien = 0o, ou bien T =0

mais, comme la condition ne doit pas changer quand on permule x ¢t y, on
devra avoir dans tous les cas

En résumé, les valeurs critiques de = sont :

1° Gelles pour lesquelles irois des courbes (3) sc coupent en un mdme
point;

2° Celles pour lesquelles deux de ces courbes sont tangentes;
3¢ Celles pour lesquelles une de ces courbes a un point double.

Seulement toutes ces valeurs peuvent ne pas convenir, car les deux singularilés
qui se confondent peuvent étre situses d’un méme c6té du contour d’intégration.
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4. Appliquons ces principes aux intégrales (1) et (2). La fonction sous le

signe f sera holomorphe tant par rapport & z et y que par rapport aux

.. R | . .
excentricités e et ¢’ et 4 sin 3 J étant I'inclinaison.

Il y aura exception seulement :

1° Sie=1 ou ¢'=1 (condition od z et y n’interviennent pas et sur laquelle
nous reviendrons);

2° Si z ou y est nul ou infini;
3° Si A s’annule, c’est-a-dire si
F = Ax.“;yi’

qui est un polynome entier du sixidme ordre en z, ¥, est égal & zéro.

Cela est vrai quels que soient les entiers m et m'; cela est vrai d’ailleurs
aussi bien de l'intégrale (2) que de Vintégrale (1), car V et E@ ne cessent d’étre
holomorphes que si 2 ou y est nul ou infini.

Les courbes qui correspondent aux courbes (3), c’est-a-dire celles dont les

équations expriment que la fonction sous le signe f .cesse d’étre holomorphe,
se réduisent donc, en ce qui concerne les intégrales (1) et (2), aux quatre
droites

(4) z =0, y=o0, r=wn, y=o»

et & la courbe du sixidme degré

(4 bis) F =o.

Cette dernidre, dans le cas ol linclinaison est nulle, se décompose en deux
courbes du troisidme degré

(4ter) F1=0, F2=O.

Pour trouver les valeurs critiques des excentricités ou des inclinaisons, nous
devons donc chercher celles pour lesquelles trois de ces courbes (4) ou (4 bis)
se coupent, ou pour lesquelles deux de ces courbes se touchent, ou pour
lesquelles une de ces courbes a un point double.

Mais, comme ces courbes sont les mémes pour les intégrales (1) et (2), les

valeurs pour lesquelles une de ces trois circonstances se présentera, seront éga-
lement les mémes pour les intégrales (1) et (2).
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Ainsi les valeurs critiques des excentricilds ou des inclinuisons sont les
meémes pour les deux intégrales (1) et(2).

Mais une question pourrail encore s¢ poser; nous ayons vi que loutes les
valeurs critiques ne conviennent pas. Ne pourrait-il se faire qu’une de ces
valeurs convint & ( 1) sans convenir & (2) ou inversement.

La réponse doit élre négative. Comment se fait-il, en effet, que cerlaines
valeurs critiques conviennent ¢l que d’autres ne convicnnent pas? Pour nous
en rendre compte, faisons varier d'une maniére continue P'un de nos paramétres,
par exemple Pexcentricilé e, et, en méme tlemps, déformons d’unc maniere
continue les contours d’intégration. Nous devons diriger cotte déformation de
telle sorte quaucunc des valeurs singulidres définies par les équations (4) et
(4 bés) ne se trouve dans le champ d’intégration. Si, e variant d’une manitre
continue depuis zéro jusqu'a €,, on peut s'arranger de facon que cette condition
ne cesse jamais d’étre remplic, c’est que ¢, n'est pas une véritable valeur
critique; e, me convienl pas; si, au conlraire, il est impossible de s’arrunger
pour que la condition soit remplie (parce que, comume je Uexpliquais plus haut,
le contour d'intégration se irouve pris entre deux points singulicrs), cest que
e, est une véritable valeur critique; e, convient.

Faisons donc varier e de zéro 4 e, el, cn méme lemps, déformons nos contours

d'intégration en partant des contours iniliaux
lz|=1, lrl=1

qui sont les mémes pour les intégrales (1) et (2); si e, ne convienl pas &
I’intégrale (1), c’est que nous pouvons déformer nos contours de ielle fagon
qu'a aucun momenl une des valeurs singulidres satisfaisant aux équations (4)
et (4 bis) ne se trouve dans le champ d’intégration. Mais si celle condition ne
cesse jamais d’étre remplie en ce qui concerne l'intégrale (1), clle ne cessera
jamais non plus de I'étre en ce qui concerne Uintégrale (2), puisque les équa-
tions (4) et (4 bis) qui définissent les valeurs singulidres sont les mémes pour
(1) et pour (2). Donc e, ne conviendra pas non plus & l'intégrale (2).
¢. Q. F. p.
Voici donc un premier résultal.

Les coefficients Bpnnw du développement de la fonction perturbairice
sutvant les anomalies excentriques, ainsi que les coefficients Ap w du déve-
loppement suivant les anomalies moyennes sont euz-mémes développables
suivant les puissances des excentricités et des inclinaisons.
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Les limites de convergence de ces nouveauz développements sont les
mémes pour les coefficients B, et pour les coefficients Ayny; elles sont les

meémes pour tous ces coefficients quels que sotent les entiers m et m'.

5. Considérons le cas particulier ot les excentricités sont nulles
€= ¢ == 0.

On a alors
Q=o, V=1

oL, par conséquenl s

Am,m’= Bm,m’-

On a alors

J , z \ . 1
Ar=cos=| @+ a?— ad’ __'_‘_y_) -+ sin2—| >+ a*— aa’ (xy-a—— .

2 y =z 2 \ zy

Si nous posons

¥ 1

—y Y=zy+ —;

z zy

on en Lirera

ICR ]

. J .
A= a?-- a't— aa'X cos? z aa'yY sin?

On trouvera toules les singularités en écrivant que la courbe A2=0 a un
point double; or, comme A? est fonction linéaire de X et de Y, celte courbe ne
peut avoir de point double que si les équations

x I
———l—‘x=7‘, zy+ — =Y,
Yy =z zy
Y g ; ’ z :
olt X et Y sont régardés comme les données, ~ el zy comme les inconnues, ont
I'unc et Pautre une racine double, d’ott

X=F2 Y==o.

L2,

Voici donc la condition pour que la courbe A?= o ait un point double

ISR

(5) @+ a2z 2 aa’cos? izaa’sin’% =o.

Il n’y a pas lieu de chercher ce que donneraient les autres conditions, &
savoir que Lrois des courbes (3) passent par un méme point ou que deux de ces
courbes se touchent. Ici, o les courbes (3) sont les quatre droites (4) etla
courbe A2== o, aucune de ces circonstances ne se présentera.

Il reste donc & étudier la condition (5). _

H. P. — VIII. . 6
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Posons v = sin? 1;- et proposons-nous de développer suivant les puissances
croissantes de v. La condition (5) devient
@+ dr4+2ad[E(1—v)Ev]=0,
ce qui peut s’écrire de I'une des deux maniéres suivantes :
(5 bis) (@' a)=o0; a+a?kt2aa’ (1—2v)=

Dans la premiere de ces relations v n’entre pas; la seconde donne

_(dEa®
— — 4““’ .

Le rayon de convergence sera donc la plus petite des deux valeurs

(a,’+ a)ﬁ
I 4 ad’

c'est-a-dire
(a—a)
4 aa’

Ainsi la condition de convergence du développement sera

(a—a)
4 ad’

2
sin 3 <
La discussion des équations (5 bis) monirerait de méme que les coefficients
A, sont développables suivant les puissances de @, pourvu que
' a<lda.

Mais on peut encore envisager un autre mode de développement.

Posons
K = cos? J
on aura
‘ kv =
Mais nous pourrons écrire
472 A mr = dw dy

M+ m'+1‘/ a2+ a'?) — ’(f -?.'.)__ ’( 2
Y ( )— paa y+m vaa wy+wy

La quantité sous le radical se réduit évidemment a A2 quand on fait

J Y.
— 25, 9 — 2 1 1
p = cos? = v=sin? - Mais nous pouvons regarder An,m comme fonction de p.
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et de v considérées comme des variables indépendantes, el développer cetle
fonction suivant les puissance croissantes de p et de v.

La relation (5), qui définit les limites de convergence, s’écrit alors

al+a?*tzadptaaa’v=o0
ou

2 o0
tuky=2127,
2 aa’

La condition de convergence du développement est donc

a4+ a'’?
2 aa

fp]+v| < ——

Cette condition est toujours remplie, car on a

[l=w |v[=w
at+ a'?

el +vl=1< ——n0m-

Nos coefficients sont donc toujours développables sutvant les puissances

de cos2 J et sm‘-‘J2

6. Considérons maintenant le cas particulier ot Pinclinaison est nulle et
développons suivant les puissances des excentricités e et €.

Les courbes qui correspondent aux courbes (3) sont les courbes (4) et (4 ter),
a savoir

Zz=0, y=o0, Z=ow, y=o», Fi=o, Fy=o.

1° Cherchons d’abord la condition pour que F;=o0 ait un point double.
Pour nous en rendre compte, cherchons la signification de ces équations.
Soient C Vorbite de la premitre plandte, G’ celle de la seconde; d’aprés notre
hypothése ces deux coniques sont dans un méme plan. A chaque valeur de z
correspond un point M de la conique C et & chaque valeur de y un point M' de
la conique C'.

L'équation F = o exprime alors que la distance MM’ est nulle, ce qui peut ne
pas vouloir dire que les deux points M et M’ coincident puisque ces deux points
peuvent étre imaginaires.

L’équation F;= o exprime que le coefficient angulaire de la droite MM’ est

égal & /—1 et I'équation Fy=o exprime que ce coefficient est égala —y/—1.
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Les équalions z =0, £ =00 expriment que le point M esL 2 I'infini sur 'une
des deux branches infinies de la conique G; les équalions y =0, y =
expriment que le point M' est & 'infini sur la conique C.

Pour que la courbe F, = o ait un point double, il faut et il suffiv que Ia droite
MM’ soit tangente & la fois aux deux coniques G et C'. Les deux coniques G el
C' ont un foyer commun, le Soleil. La droite MM/, qui est une langente isotrope
a G, doit passer par un des foyers de G, et pour Ja méme raison clle doit passer
par un des foyers de C'. Soient alors $ le foyer commun de G et €/, Fle second
foyer de C, F' celui de C'.

Pour que les deux coniques admetlent une langenic isolrope commune (en
dehors de celle qui passe par S qui exisle loujours el qui ne saurail conventr),
il faut donc que la droite MM’ passe par F el F'; ¢’esi-d-dire que la droite FIF
ail pour coefficient angulaire {/—1. Celle condition s’exprime analyliquement
comme il suil :

ae BE—i0 = a'¢' E—1w',

Je représente par @ el &' les longitudes des périhélies.

Glest, 1a, la condition pour que Fy= o0 ait un point double (en dehors de
celui qui, correspondanl a la tangenle isolrope passant par S, exisle Loujours et

ne saurait convenir).

2° De méme, la condition pour que Fs= 0 ail un point double s’écril
ae Biv = g'¢'Eiw’,

3" Pour que les deux courbes Fy = 0, Fa= o soient tangenles, il faut que les
deux coniques G et C’ se touchent; car les points d’intersection a distance finie
des deux courbes Fy= o0, Fo=0 correspondent aux quatre points d’intersection
des deux coniques.

Il faut donc que la distance des deux foyers F et F' soit égale a la somme ou
& la différence des grands axes; ce qui s'écrit

(ae BB — o' ¢' BiB") (ae E—if — o/ E~i0') = (' =k a ).

4° 1l faut voir ensuite si I'un des points d’intersection des courbes (4 ter) ne
peut pas se confondre avec I'un des points d'intersection de 'une de ces courbes
avec l'une des droites (4) ou de deux de ces droites entre elles.

Ces deux catégories de points correspondent respectivement : aux qualre
intersections de G et de C/ (M et M’ confondus) et aux cas ot les deux points
M et M’ sont 4 I'infini sur les deux coniques G el C'.













































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































